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LA RAPPRESENTAZIONE ANALITICA DI UNA FUN

ZIONE ALGEBRICA DI. DUE VARIABILI NEL

L'INTORNO DI UNA SINGOLARITÀ ORDINARIA. 

DELLA. SUA CURVA DI DIRAMAZIONE 

Nota del doU. OARLO FELICE MANARA 

(Present&t& d&l iVI. E. prof. Osc&r Chisini il 19 genna.io 1945) 

Sunto. - Si dimostra la possibilità e si assegna il modo di rap
presentare anll,liticamente una funzione algebrica di due variabili in
dipendenti nell' intorno di un punto singolare ordinario della SUlI curva 
.eli diramazione. 

§ 1. - Si consideri una superficie algebrica: 

(1) F(x,y, z) = O 

e la funzione algebrica z (m, y) da essa implicitamente definita. 
È noto che la curva di diramazione rp della ,<l'eX, y) (luogo dei 
punti del piano x y per C\1Ì i valori della z non sono tutti fun· 
zionalmente distinti) è la traccia, sul piano x y stesso, del ci· 
lindro delle tangenti alla F parallele all' asse Z. 

La rappresentazione analitica della funzione z(x, y) nell' in
torno di un punto della curva cp è nota quando si tratti di un 
pnnto semplice oppure di un nodo di essa curva, nodo che sia 
traccia di una retta parallela all' asse z e bitangente alla E; il 
caso del nodo non presenta ulteriori difficoltà rispetto a quello di 
un pnnto regolare perchè esso può sempre ~'enir considerato come 
la sovrapposizione accidentale di due rami regolari della curva cp. 

ES.senzialmente diverso invece è il caso in cui la curva stessa 
preseuti una cuspide che sia traccia.di una tangente parallela 
alI" asse z a contatto tripunto con la F; il problema di rappre
sentare analiticamente una funzione algebrica di due variabili 
nell' intorno di una cuspide della sua curva di diramazione è stato 



2 C. F. MAKARA, 

risolto dal Chisini C). Nel presente lavoro ci proponiamo di n
solvere un problema più generale e precisamente quello dì deter
minare la rappresentazione analitica di una funzione algebrica di 
due variabili nell' intorno di un punto singolare o;dinario, origine 
di un ramo superlineare di ordine n> 2 e di classe 1 della sua 
curva di diramazione Cf. Rimandiamo ad altra occasione la deter
minazione della rappresentazione analitica della funzione stessa 
nell' intorno dei punti singolari di un tipo ancor più generale 
della curva Cf, come pure l'esame dei casi di singolarità che siano 
possibili, come singolarità effettive, per la curva di diramazione 
di una funzione algebrica. 

Come è noto un ramo superlineare del tipo che qui conside
riamo quando' si assuma la sua origine, che chiameremo 0, come 
origine delle coordinate 'nel piano xy e la sua tangente come asse 
delle x, è rappresentato da uno sviluppo in serie di Puiseux 
del tipo: 

(2) con a, i=- O. 

Per concisione di esposizione, e quando non sarà a scapito 
della chiarl.fzza, chiameremo P il punto generico del piano X.ll e 
diremo br~veIl1ente che la z è funzione di P, scrivendo z (P) in
vece di z(x, .li), ed in particolare zIO) invece di {(O, O). Simil
mente, se le determinazioni di z (P) che sono diramate, nell' in
torno di 0, dal ramo (2) della curva Cf sono in numero di n + 1 

- e costituiscono, nell' intorno -stesso, un' unica funzione analitica ad 
n + 1 rami diremo brevemente che la funzione z (P) possiede 
in O una falda superlineare d'ordine n + ]. 

Nel seguito noi supporremo sempre ch~ la z che stiamo stu
diando l)resenti in O una falda superlineare d'ordine n + 1, 
giacchè il supporre verificata questa ipotesi, che del resto è llà
turale estensione di quella che vale nel caso di n = 2, è neces
sario per .la validità di tutta la trattazione seguente. 

Osserviamo qui che il supporre verificata questa nostra ipo
tesi equivale a supporre che il punto ° sia una singolarità effet
ti va della curva rp come curva di diramazione di una funzione 
algebrica, escludendo quindi i casi di nessun interesse per noi, 
come potrebbe essere per es. quello di una funzione algebrica 

(') Cfr. O. CRISINI, S1~ll~ rappresentazione (tn'Ctlitica di lt1J.a fU/n
zione algeb1-iea di d'ue vW'iaùili nell' into1'no di un punto cuspidale 
della CU1'va di dÙ·amazione. Rend. 1st. Lomb. VoI. 73, 1939-40. 
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definita da un' equazione: 

Z2 - rp(x, y) = O (2). 

È chiaro d'altra parte che" la nostra ipotesi è verificata quando 
il punto O sia traccia di una .tangente a contatto (n + 1)-punto 
con la superficie F, essendo il punto di contatto un punto sem
plice i perbolieo délla F stessa. In segui to [§ 5] dimostreremo che 
questo è l' unieo caso in cui la nostra ipotesi è verificata e che, 
d' .altra parte, l'ipotesi stessa può essere sostituita da un' altra 
assai meno restrittiva,_ senza che la nostra trattazione perda la 
sua validità. 

§ 2. - Ci interessa ora esaminare il comportamento di quelle 
n + l determinazioni di' z(P) che nell'intorno di O sono i rami 
di un' unica funzione analitica ad n + l rami. A tal fiDe fissiamo 
un valore x prossimo al valore x = O nel pia,no l!:X della varia
bile complessa x; allora la funzione z e:c, y) è funzione algebrica 
della sola variabile .IJ e per essa, gli n valori di ;ti da ti dalla, (2) 
per x=x sono punti di dirama;:;ione; da,lla, stessa rappresenta
zione (21 della curva cp nell' intorno di O si deduce che tali n 
valori di y sono prossimi al valore ,// = O e stanno, sul piano 
1I:y della variabile complessa,ll, negli intorni dei vertici di un 
n-gono regolare avente per centro il punto ,II = O, possedendo da 
essi distanze infinitesime di ordine superiore a quelle che hanno 
dal punto :ti = O stesso ("). Per fissare le idee indicheremo tali 
valori con ,1/,.11 2 ••• .//" chiamando ,//, il primo in basso, a destra, 
della parte negativa dell' a,sse immaginario del piano 11:.1' e prose
guendo poi a numerare progressivamente nel senso delle rotazioni 
positive. 

(Si veda l'annessa, fig. :1. che illustra il caso particolare ma 
del resto cal"atteristico di n = 4). Per semplicità supporremo di 
aver fissato x in modo che nessuno dei punti ,Ili cada sull' asse 
immaginario del l)iano Jty " 

Stabiliamo ora nel piano" 11:.'" un sistema di cammini, assu
mendoli partenti dal punto y = O punto che, se x non è zero, è 

(2) Per semplicità abbiamo qui indicato con la lettera q; il primo 
membro della equazione della <p stessa, come del resto abbiamo già 
fatto in casi analoghi per la superficie F. 

(3) Pcr convincersene b'lsta confrontare gli n valori dati dalla (2) 
COll quelli, pnre in numero di n, dati d,tl1a y = al xl +1/0. 
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certamente non singolare per la Z' (x, .II). Fissiamo anzitutto n 
cappii l't )'2 '" jllI che partono dal punto y = O e vanno a circon
dare rispettivamente i punti .11 1 .11" .•• .l/n percorre-ndo i segmenti che 
li uniscono col punto .II = O stesso. La z(x, y) avrà poi altri 

punti di diramazione in ny, punti 
che 'saranno ovviamente abbastanza 
lontani da !Il .11 2 ., • .1111 o quanto meno 
esterni al loro n-gana. Immagine
remo di circondare tali ulteriori 
punti con un camillino )J partente 
pure dal punto ti = O ed adagian
tesi, nel suo tratto iniziale, sulla 
parte positiva dell' asse immagi
nario del piano ny. (Si veda an
cora la fig. 1). 

. Occorre ora fissare senza am
biguità il nome delle determina
zioni di % (x, V) nel punto .11 = () 
qualunque sia x. A tale fine ope

t	 reremo nel modo seguente: suppor
reillO anzitutto che ,nel piano x .11 

il punt.o improprio dell' asse .11 sia 
regolare per % (P) e quando così non fosse ci ridurremo a questo 
caso con una opportuna proiettività. Geometricamente questo equi
vale a supporre che la retta impropria del piano y % sia in posi
zione generica rispetto alla superficie F, ossia che intersechi la 
superficie stessa, fuori del punto all' infinito dell' asse z, in punti 
tutti distinti ed in numero di in, se in (non minore di n + 1) è 
il numero dell e determinazioni di % (P). Fisseremo a.llora un nome 
per le determinazioni di z(P) nel punto improprio dell'asse .1/, 

ossia daremo un nome alle int(lrsezioni di F con la retta impro
pria del piano .IJ z fuori del punto Z,. Tale nome risulta allora 
fissato senza ambiguità qna.\unque sia il valore x di iJ.' perchè tale 
retta è appunto l'asse del fascio di piani x = -;;. 

Prolungheremo poi analiticamente le determinazioni di %(x,1I) 
nel piano ny dal punto .1/ = Cf) al punto .11 = O lungo un cam
mino T che si adagia snlla parte negativa dell' asse immaginario 
d'el piano Jl.v stesso (sì veda ancora la fig. 1). Potremo anche qui 
supporre che T non incoutri punti singolari di z(x, ,1/); in caso 
contrario sposteremo di poco il cammino r. facendogli subire una 
piccola rotazione attorno al punto y = O. Allora durante il pro
1ungamento tutte le deteqninazioni di %(x, .II) si mantengono di
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stinte e potremo cosi ottenere di n8sare senza ambiguità il loro 
nome nel punto ,IJ = O. Supporremo di aver scelto i nomi in modo 
tale che le determina.zioni che ci interessano si chiamino Zo z, ." ZII' 

Chiamiamo Si (i = 1, 2; ... n) lo sca.mbio tra le determina
zioni Zo z, ... Z'II che si opera quando si percorre in senso posi
tivo il cappio )Ii. 

Facciamo ora percorrere ad -:ii J;lel piano ]rx un cammino 
chiuso J. abbracciante una sola volta m senso positivo, il punto 
x = O e abbastanza piccolo, sì da· 
non contenere nel suo interno nes
sun valore di ;;c che sia ascissa di 
un punto singolare della curva (P, 

all' infuori di ;;c = O. Dall' esame 
della (2) si trae che quando x è 
tornato alla pc!sizione iniziale dopo 
aver percorso A ognuno dei punti 
ili ha percorso (n -+- 1)11, di giro 
i.1 senso positivo attorno al punto
 
.1) = O, a meno di infinitesimi di
 
ordine superiore a quello della di

stanza che ognuno di essi ba dal
 

/	 punto .IJ = O stesso. Precisameute . '1.. 
.11, ba pet'corso un giro in senso 
positivo attorno al punto ,'I = O e 
poi si è portato nella posizione in i
7,ialment~ occupata da ;1", questo 
ha percorso un giro in senso positivo attorno ad y = O e poi SJ e 
portato nella posizione inizialmente occupata dal punto ,//" e cosi 
via. Si veda l'annessa fig. '2 che illustra la posizione finale dei 
punti ,//i nel caso n = 4, È chiaro che durante il mot.o i plln'ti 
,//, mantengono inalterata la loro configurazione, sempre rimanendo, 
a meno di infiititesimi trascurabili, ai vertici di un n-gano rego
'lare, di Jato in generale variabile,' avente centl"O nel punt.o ,1/ = O; 
la stessa considerazione vale per i c<tppii l'i, Quindi nel passaggio 
dalla po 'i:éÌolle iuizia.1e a quellannaJe nessuno dei cappii )'j viene 
tagliato da nn punto di diramazione della z (c;,:, y); per il modo 
come abbiamo scelto il cammino'}. in JTx possiamo pure affermare 
che il cammino 1: non viene tagliat.o da nessun punto di dirama
zione della z(x,,iI) che non sia un pUl.lto ili. Per quanto riguarda 
questi ultimi possiamo osservare che, ovviamente, in un movimento 
continuo come quello che qui consideriamo ogni scamhio Si rela
tivo al cappio l'i di ugual indice rimane il:J.a1terato fiuchè nessuno 
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dèi punti !Ii taglia il cammino 7:. Infatti nOi ci siamo serviti di 
questo cammino per definire i nomi delle det.erminazioni di % nel 
punto y = O in cui hanno origine i cappii }'i; 'se 7: viene tagliato 
da un punto Yi i nomi delle determinazioni in ;ti = O risultano 
cambiati, operandosi su di esse precisamente lo scambio Si; in par
ticolare quindi, dopo il taglio, ogni scambio Sk viene trasformato 
mediante lo scambio relativo 'al punto .l/i che ha tagliato 7:. Ora, 
per quanto abbiamo visto sopra esaminandu il movimento dei punti 
Yi, al termine del movimento stesso il cammino 7: è stato tagliato 
successivamente nello stesso senso (nel caso particolare caratteri 
stic~ da noi illustrato nelle figg. 1 e 2 da sinistra a destra)'n + 1 
volte dai punti Yn .11"-1 Yn-2 '" .111 .II" nell'ordine scritto. Ora quando 
.11" taglia la prima volta il cammino 7: tutti gli scambi (e quindi 
anche S,,-l) vengono trasformati mediante S,,; quando .11"-1 taglia 
7: dopo .l!n tutti gli scambii vengono'trasformati media.nte lo scambio 
relativo al cappio )In-I, scambio ehe non, è più S"_I ma, per il 
fatto che r è già stato precedentemente tagliato da .11", è 
S" . SII' 1 . S" (') e così via. 

In conclusione, posto: 

(3) 

si trova che, tenendo conto di tutte le successive trasformazioni, 
alla fine al cappio )II compete lo scambio: 

(4) S'i = T-I Si T. 

§ 3. - Esaminiamo ora più davvicino il sistema di scamhii 
Si ch'e operano sulle determinazioni %0 %, ... Z". A' tal fine teniamo 
conto della condizione di invarianza dell'Enriques relativa ai piani 
multipli. In forza di essa gli scambii operati sulle determinazioni 
di z Cx, il) dai cappi i che circondano i punti di diramazione nel 
piano C!fy dop0 che il punto x ha percorso il cammino.?. nel piano 
n" devono coincidere con quelli che si avevano inizialmente. Ora,, 
come abbiamo visto, dopo che x ha percorso }, noi veniamo a tra. 
vare .II, al posto di y~, Y. al posto di .113 ecc. ed infine Yn al 
posto di .11 1 ed inoltre il cappio generico )li opera non più lo 

C') Si legga il prodotto delle open\.zioni da sinistra a destra e si 
tenga presente cbe, essendo gli Si degli scaUJ bii, vale per ogni i la re

lazione S,~ 1 = Si . 
l 
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scambio Si ma lo scambio S'i = T -1 S, rr. Per la condizione di 
invarianza dovrà quindi essere: 

(5) (i = 1, 2, ... n-l) 

ossia: 

(6) 

Facendo lp questa relazione successÌ'vamente i = 1, 2, ... otte
niamo: 

S2 = T-l SI T; 

e quindi 1U generale: 

(6') (i= 1,2, ... n 1) 

per il particolare valore 1: = n avremo poi: 

(6") S, = T-n SI Tn. 

Le relazioni (6') e (6") che traducono la condizione di invarianza 
nel nostro caso, ci permettono di determinare la natura degli 
scambii S,. A tal fine ricerchiamo più accuratamente quale possa 
essere la struttura della sostituzione T data dalla (3). Posto: 

(7) 

osserviamo che si ha: 

(8) T = S11' H . Sn 

e quindi la T può considerarsi trasformata della H mediante lo 
scambio Sil. Basterà allora esaminare la struttura della H. Ora 
'dalla ipotesi che z possegga in O una falda superlineare ~' ordine 
il. ~- 1 si ded.llce immediatamente che gli scambi Si devono for
mare uu sistema transitivo di cambii sLllle n + 1 determinazioni 
Zo z, ... Zll, e di qui si deduce che essi sono tutti diversi e che 
il loro prodotto è una sostituzione ciclica precisamente di ordine 
n + 1. Ora se tale deve essere la sostituzione: 

SI . S2 ... Sn-1 . Sn = H . Sn 

due ipotesi sono a priori possibili per la sostit,uzione H: 
A) H è composta di due cicli- operanti complessivamente 

su tutti gli elementi 0, l, .. ' n Cl ed Sn è uno scambio che li 

(5) Nello scri'.-ere gli scambii e le sostitnzioni indicheremo gli ele
menti 2 0 ZI _.. Zn,'con i soli loro indici. 
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sald-a insieme, operando su due elementi che stanno ognuno in 
uno dei due cicli suddetti. Scegliendo opportunamente i nomi, 
degli elementi avremo H = (O 1 2 .,. (T - 1)) (1'(1' + 1) ... 11); 
S" = (O 1') ed infine per la (8): ' 

.(9) T = (l' 1 2 ... (l' - 1)) (0(1' + 1) ... n) l<r<n. 

E) H è composta di un solo ciclo operant.e su n elementi ed 
S" opera su uno di essi e sul rimanente. Ancora scegliendo oppor
tunamente il nome degli elementi avremo H = (O 1 2 ... (n - 1)); 
S = (O n) ed infine per la (8) : 

(10) T = (1 ~ 3.,. n). 

DiùlOstriamo che l'ipotesi A: nel nostro caso non può veri
ficarsi. Infatti dalle (6') si deduce che tutti gli scambìi Si 'po,,;
sono considerarsi trasformati di uno qualunque tra, essi mediante 
le successive potenze di T, mentre dalla (6") si deduce che la T 
stessa, come operazione tl'asformante, ha periodo n. 

Consideriamo allora tutti gli scambii S, come i trasformati 
di S" iuediante le successive potenze di T. Ora se vale l'ipotesi A) 
è S" = (O T) con 1 < l' --.:::: n ed .è : 

T = (l' 1 2 ... (T - 1)) (O (1' + 1) '" n) . 

.Ma, per quanto abbiamo visto or ora, S" deve essere mutato .in 
sè dopo n trasformazioni; ora questo non può avvenire che se 
tornano singolarmente in sè, per rE", i due elementi su cui opera. 
E per questo sarebbe necessario che ambedue i cicli di cui T si 
compone avessero un ordine di ciclicità che è un divisore di n. 
Ma dei due numeri r ed n - r + 1, che hanno per somma n + 1, 
uno almeno deve essere maggiore di nf2; ed allora 'essi non pos
sono essere entrambi divisori di '/~ che nei due soli casi: 

r= 1, r=n. 

I due casi SODO sostanzialmente identici e ci riconducono al
l'ipotesi E); limitandoci per semplicità a considerare il caso 'r = n 

abbiamo infatti S" = (O 11); T = (123 ... n) (C) e quindi dalle 
(6') e (6") : 

Si = (O i). 

Possiamo dunque enunciare in generale il risnltato che dal 
seguito può apparire in certo modo' come il fondamentale della 
presente ricerca, risultato contenuto nel seguente: 
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L e m m a. - Iu relazione al modo tenuto per fissare j nomi 
delle determinazioni ed al s.istema scelt; di cappii )l, gli scambii 
da essi operatL possono essere sostanzialmente di un unico tipo, 
potendo r~dursi, con scelta opportuna del nome delle determina
zioni, alla forma: 

Si = (O i). 

§ 4. - Da quanto precede si deduce il risultato finale che 
avevamo di mira, contenuto IleI seguente: 

TEOREMA L - Una funzione algebrica di due variabili 
z (.:c, ,!j) che possegga una curva di diramazione 'P con un punto 
singolare ordinario O e presenti in O una falda superlineare di 
ordine n + 1, è rappresentabile analiticamente nell' intorno di O 
in serie di potenze intere di due pa.rametri. 

Conserveremo la nOll1enciatura dei precedenti paragrafi e n
terremo ancora che 'l' sia rapprEsentata nell' intorno di O dallo 

. sviluppo (2) che qui l'iscriviamo per éomodita del lettore: 

Ciò posto la dimostrazione segue subito quando si tenga pre
sente il risultato del Lemma con cui si chiude il precedente pa
ra,9;rafo; che cLoè, fissato il sistema di cappii nel piano CH, le so· 
stituzioni tra le determinazioni %0 %J ... %, ad essi relative possono 
essere di un unico tipo. Se infatti esiste una seconda funzione 
algebrica ç(jJ, Il) che presenta in O una falda superlineare d'or
dine n + l e che ha una curva di diramazione ljJ coincidente 
nell' intorno d i O con 'P, anch' essa avrà certe n + 1 determina-, 
zioni Co, çl ... -ç:" sulle quali il sistema di cappii )lì opera UIl si
stema di scambii ~i isomorfo a quello degli scambii S,; con scelta 
opportuna dei nomi delle determinazioni C, potremo far sì che ogni 
cappio )Ii scambii tra loro le determinazioni ,di z e di 1; che 
hanno lo stesso nome. Se ne deduce che, nell' intol'llo considerato 
di O, le determinazioni di z sono fnnzioni uniformi di quelle di ç. 

Ci si riduce quindi a costruire una funzione algebrica che 
abbia la sua curva di diramazione coincidente con 'P e che si 
sappia rappresentare nell' intorno di O. A. tal fine si potrebbe: 
pensare di seguire un procedimento di questo tipo: ridùrre anzi
tutto il ramo (2) ad n'n tipo semplice, per' esempio alla forma: 

(11) 
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mediante una trasformazione puntuale regolare del piano ,('.11; co
struire poi, e sarebbe facile, una superficie ra-zionale che abbia 
la (11) come curva di diramazione; senonchè, come ho dimostrato 
altrove (6), quando n>3 è impossibile in generale ridurre il ramo 
(2) alla forma (11) con trasformazioni puntuali regolari. Conviene 
quindi seguire altra via; ci varremo allora di questo pr~cedimento: 

chiamate per un momento X Yo le coordinate di un punto di cp sia:o 

(12) 

l'equazione della tangeute a l' stessa in X u !lo. La t; è una fun
zione algebrica delle due variabili x y che ammette come curva 
di diramazione la l' e le sue eventuali tangenti di flesso n. Essa 
è manifestamente definita da una superficie (P che è una rigata 
avente còme piano direttore il piano x y. 

Per ottenere la rappresentazione della falda di (JJ che ci in
teressa, scriveremo anzitutto la (2) parametricamente così: 

~ x = t" 
00 

(2') a' tlIT'I y = a, tO+1 + a 2 tO+i + a3 t"+3 + ••• -- 2: I " • 
\ 
\ ;=1 

Allora la (12) diventa: 

'"
(12') :II - ~ " ai t"+' . = t; (.':tl _tO) 

i=1 

dove: 
.eh 

n I iJI T( 13) t;= --- ai ti,=~ x n 
;=1 

Posto x' = t" = u, la falda di (/) nell' intorno di O è allora, rap
presentata per Iti ed lu I opportunamente piccoli dalle espressioni: 

(6) Nella nota dal titolo: Invari((Il,ti PC?' h'asfo?'lnazioni puntuali 
regolrrri dei 1'arni supe1'lineal'i Q?'dincwii delle Ctwve algeb?'iche pictne. 
Rend. 1st. Lomb. Val. 77, 1943-44. 

(7) Ofr. O. OHISINI, Sulla identitèt bù'azionalc delle funzioni alge
b?'iche di dtte vcwiab-il-i dotate di una medesima cw'va di diJ'arnaz'ione. 
Rend. 1st. Lomb. Val. 77, 1943-44. 
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I x = u + t" 

'" 
\ y ~ u i; -"--;;~~ ai t' + .L ai t,,-!-i 

(14)� 1=1 ;=1

IS = ~ n + i a, t' 
~ n 

\ 1=1 

Giunti a questo punto il teorema potrebbe sembrare dimostrato 
perchè saremmo portati a rappresentare la superficie F nell' intorno 
di O con le formule: 

(X = u + tU 
I 

00 Jt+i '" 
( 15)� . ~ Y = u ~ ---- ai tj + ~a'it"+i 

( bI n i=1 

\ z = ((C)� • 

dove f \'appresenta una funzione uniforme del suo argomento con 
i coefficienti funzioni uniformi di x ed J/, cioè in definitiva una 
funzione uniforme di t ed ~l. In effetto le (15) valgono e dànno 
la dimostrazione del nostro teorema, ma la deduzione non è per
fetta se non si sono fatte prima alcune precisazioni: anzitutto 
occorre assicurare che la funzione C possiede in O una falda su
perlineare d'ordine n + 1; in seoondo luogo, poichè abbiamo 
detto che la t; ammette come curva di diramazione la <p e le sue 
eventuali tangenti di flesso, occorre dimostrare che nell' intorno 
che ci interessa la curva di diramazione della S è data dalla 
sola 1>, ossia che la tangente al ramo (2) in O non conta tra le 
tangenti di flesso della curva Cf. 

Sarebbe facile. dimostrare direttamente i due fatti, ma essi 
di ventano addirittura evidenti quando si trasforma il ramo (2) 
per dualità, ottenendo un ramo la cui origine è un punto semplice 
con la tangente a contatto n + l punto. 

Ogni dubbio che si possa sollevare rimane così risolto ed il 
nostro teorema completamente dimostrato., 

§ 5. - Rimane ora a dimostrare quello che abbiamo annun
ciato alla flne del paragrafo 1, che cioè l'unico caso in cui la z 
possiede i.~ O una falda superlineare d'ordine n + l è quello in 
cui O sia traccia di una retta a contatto (n + I)-punto con la 
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superficie F (retta che nel nostro caso è l'asse delle z), essendo 
il punto di contatto un punto semplice iperbolico della superficie 
e che, d'altra pa)·te, alLa ipotesi che z possegga in. O una falda 
superlineare d'ordine n + 1 se ne può sostituire un' altra llleno 
l'es tri ttiva. 

Quanto abbiaulo enunciato è contenut6 !lel seguente; 
TEOREMA II. - Se l'asse z ha n' -+- 1 intersezioni con la F 

riunite in un punto Q (diverso da Zoo), allora Q è necessaria
mente un punto semplice iperbolico di F e l'asse z ha ivi un 
contatto (n+ 1)-pnnto con F stessa. 

Basta evidentemente dimostrare che, nell' ipotesi posta, la 
curva C sezione della F con un piano (;( generico per l'asse delle 
z ha in Q un punto semplice ed un contatto (n + I)-punto con 
l'asse;: stesso, mentre la curva K sezione di F con il piano coor
dinato x z ha in Q un punto doppio, 'uno dei rami di K avendo 
ivi contatto n-punto con l'asse z. 

La dimostrazione si basa sulla teoria della singolarità delle 
CUl"ve algebriche piane definite cOllle prod1)tto di sostituzioni (S). 
Per quanto riga"arda la sezione di F con an piano a generico per' 
l'asse'z, chiamiamo T la intersezione eli (J. stesso col piano X,I/, 

e consic1eriamo un piano a' molto vicino ad a e non passante per 
l'asse z, chiamando 1" la retta interseziolle di al col piano ,h' Y 
e CI la curva. intersezione con F; manifestamente su T ed T' la 
z(P) è funzione algebrica di una sola variabile (funzione che per 
un momento chiameremo con z(P) e ?(P) a seconda che la con
sideriamo su T o 1"), i cui punti di diramazione sono le interse
zioni di l' (rispetti vamente di 'l") con la curva q'. Ora su l" esi
stono n punti di diramazione che, al tendere di l,I ad 'l', tendono 
ad O. Poichè ad ogni punto di diramazione corrisponde uno 
scambio sulle determinazioni di ?(P), deduciamo che la singola
rità di C in Q è generata dal Confillire di n punti di di~'ama

zione semplici in O, ossia è definita da n scambi i sui rami 
di z(P). Ma, per l'ipotesi del teorema che stiamo dimostrando, 
l'asse z ha con la C un'intersezione (n + I)-pla in Q, e questo 
non è possibile che se l'asse z è una tangente a contatto (it +·1)
punto, ed il punto di contatto un punto semplice delJa curva, In

(S) Ct:l'. O. CmsINI, Le sil1.!Jolw·ùà di wn '·((.n~o S?tpe"Uneare di v/ti"va 

algebrica de./inùe mediante "/t'n 1J"odotlO di sostituzioni. A tt. 1st, Veneto. 
Tomo 80, 1921 ; e I ZJunti sinyol(o'i di "/tnll cm'vn alqe·b?·ù·(t definiti me
(liante Wl lJ1'odotto di sostihw-ioni. Rend. 1st. Lomb. Val. 74, 1940-41. 
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fatti in ogni altro ca 'o la singolarità di C sarebbe generata dal 
confluire di più di n scambi e quindi la singolarità della curva IJ' 

in O sarebbe un punto di molteplicità maggiore di 1/. 

Perfettamente analoga è la dimostrazione. per la sezione della 
F col piauo coordinato x :l:. . 

Il nostro teorema è così completamente dimostrato; di qui 
segue poi subito che, come abbiamo annunciato, il caso in cui 
l'asse z sia tangente a contatto ',n + I)-punto con la F in un 
pnnto semplice iperbolico di ]' stessa è l'unico caso in cui la 
funziohEl Z può possedere una falda superlineare d'ordine n + 1, 
giaccbè, se questo avviene, allora è verificata anche l'ipotesi, che 
appare meno restrittiva, del nostro teorema. 
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